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RACUNANJE POVRSINA | ZAPREMINA

InZenjerski projekti u oblasti gradevinarstva i infrastrukture u velikoj meri se oslanjaju na tacno i pouzdano odredivanje
povrsSina i zapremina razliCitih elemenata i materijala. Precizno izraCunate vrednosti povrsSina i zapremina materijala Cine
0osnovu za:

* izradu predmera i predracuna radova, kao temeljnih dokumenata za ugovaranje, planiranje i kontrolu troskova;

* analizu odstupanja izmedu projektovanih i izvedenih koli¢ina, ¢ime se omogucava objektivna procena tacnosti
projektnih resenja;

* utvrdivanje razlika u predmeru nastalih usled stvarnog stanja na terenu, koje ¢esto odstupa od idealizovanih
projektnih pretpostavki;

* procenu promena kolic¢ina u slucajevima preprojektovanja, izmena tehnologije izvodenja ili prilagodavanja projekta
postojeéim uslovima;

* odredivanje trajanja pojedinih faza i ukupnog roka izvodenja radova, kroz povezivanje koli¢ina radova sa normama
ucinka u programu radova.

Mnoge pozicije gradevinskih radova, narocito u oblasti zemljanih radova, betonskih konstrukcija, kolovoznih slojeva i
zavrsnih obloga, direktno su zavisne od tacnosti odredivanja povrsina i zapremina. Svaka greska u njihovom proracunu
moze dovesti do znacajnih posledica, kako u tehnickom, tako i u finansijskom smislu.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Tipi¢ne pozicije radova koja ukljucuju snimanja za potrebe odredivanaj povrsina i zapremina

U fazi planiranja i projektovanja inZenjerskih radova, geodetski poslovi imaju klju¢nu ulogu u obezbedivanju pouzdanih prostornih podataka, koji
predstavljaju osnov za dalje tehnicke i ekonomske analize. U okviru pripremnih radova realizuju se sledece aktivnosti:

*  Prikupljanje prostornih podataka o lokaciji putem geodetskog premera, ¢cime se obezbeduje tacna i azurna predstava terena, postojecih
objekata i infrastrukture;

*  Uporedivanje utvrdenih povrSina sa podacima iz katastra nepokretnosti i drugih relevantnih javnih registara, sa ciljem identifikacije
eventualnih odstupanja izmedu faktickog i zvani¢no evidentiranog stanja;

* Odredivanje i klasifikacija povrSina prema tipu zemljiSnog pokrivaca, kao Sto su zemljane povrsSine, vegetacija, objekti, saobracajne i druge
uredene povrsine, Sto je od posebnog znacaja za definisanje tehnologije izvodenja i troSkova radova;

* lzracunavanje povrsina i zapremina u odnosu na fakti¢ko stanje na terenu, koje sluzi kao osnova za proveru i kontrolu projektovanog
predmera i predracuna radova

Tokom faze izvodenja radova, geodetske aktivnosti su usmerene na kontinuiranu kontrolu realizacije projekta i objektivno utvrdivanje izvedenih
koli¢ina. Najznacajnije aktivnosti u ovoj fazi obuhvataju:

«  CiScenje terena, koje podrazumeva geodetsko evidentiranje i pracenje uklanjanja postojeceg rastinja, objekata i drugih prepreka u skladu sa
projektnom dokumentacijom;

*  Snimanje izvedenih pozicija i proracun koli¢ina izvedenih radova, ¢ime se obezbeduje pouzdana osnova za obracun situacija, kontrolu troskova
i pracenje dinamike izvodenja;

*  Geodetsko odredivanje izvedenih povrSina, neophodno za potrebe tehnicke dokumentacije, izrade elaborata izvedenog stanja i upisa u
katastar nepokretnosti.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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PRIMER - pozicije gradevinskih radova koje ukljucuju izvestavanje o

povrsinama i koli¢inama

Bill No.3 - Earthworks and Pavement Layers of Gravel or Crushed Stone

31.01
(a)
(b1)
(b2)
31.02

(a)

(b)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Clearing, grubbing and removal of topsoil

Clearing and grubbing

Removal of topsoil

Removal of topsoil for Re-use

Removal and grubbing of large trees and tree stumps

Girth exceeding 1.0m up to and including 2.0m

Girth exceeding 2.0m up to and including 3.0m

Racunanje povrsina i zapremina

ha

cu.m.

cu.m.

no.

no.
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PRIMER - pozicije gradevinskih radova koje ukljucuju izvestavanje o

povrsinama i koli¢inama

Bill No. 2 - Drainage

DRAINS

21.01 Excavation for open drains

Excavating soft material situated within the following depth i ranges below the surface level: (Excluding side

(a) . . .
ditches where volumes are included under Earthwork excavations

(()0.0mupto1.5m cu.m.

" Extra over subitem 21.01(a) for excavation in rock ,as defined in Clause 3603 of the Standard Specifications cum
irrespective of depth o

21.03 Excavation for subsoil drainage systems

(a) Excavating soft-material situated within the following depth ranges below the surface level:

(i)0.0muptol.5m cu.m.

21.06 Natural permeable filter material in subsoil drainage systems crushed stone

(a) Crushed stone obtained from approved sources cu.m.
21.08 Pipes in subsoil drainage system

(b) Unplasticised 125/112mm corrugated slotted PVC pipes and fittings, normal duty, complete with couplings m
21.10 Synthetic-fibre filter fabric 150g/sq.m sg.m
21.12 Concrete outlet structures, Manhole boxes, Junction boxes and cleaning eyes for subsoil drainage:

(a) Outlet structures no.
21.13 Concrete caps for subsoil drain pipes no.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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RACUNANJE POVRSINA

Oblique triangles
Given Sought Formula Given Sought Formula
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RACUNANJE POVRSINA

Povrsina trougla moze se odrediti primenom Heronovog obrasca:

a+b+c

P=.s(s—a)(s—b)(s—c), s= I

gdesua, b, i ¢ stranice trougla.

P =P+ P+ P+P+P;
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RACUNANJE POVRSINA

* Svaki poligon se moze podeliti na niz poligona pravilnih geometrijskih figura, Cije povrsine se
mogu izracunati na osnovu poznatih formula.

 Prilikom aproksimacije poligona koriste se trouglovi, trapezi, romboidi, krugovi, elipse, kruzni
isecci i slicno.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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RACUNANJE POVRSINA - TRAPEZOIDNO PRAVILO

Povrsina prvog trapeza odreduje se kao:

h,i+h h; + h;
P, = 12 Z-d, pi:lTH'l.d

Ukupna povrsina jednaka je sumi povrsina svih trapeza:

_(hi+hy hy+hy hy+hy hy+hs hs+he
P_(2+2+2+2+2

hy + h,
P = +h2+h3+h4+h5+h6 'd,

2
- h, +h -
P=ZPL=< ! 2"“+Zhl> d
=1 =2
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RACUNANJE POVRSINA - SIMPSONOVO PRAVILO

Simpsonovo pravilo je numericka metoda za aproksimativno racunanje povrsina i zapremina,
koja se zasniva na pretpostavci da se posmatrana kriva ili povrs izmedu diskretnih tacaka moze
aproksimirati parabolom.

Za razliku od trapezne metode (linearne aproksimacije), Simpsonovo pravilo koristi kvadratnu
(paraboli¢nu) aproksimaciju, pa daje znatno tacnije rezultate, narocito kod glatkih i
zakrivljenih oblika terena.

Ukupna povrsina se dobija kao trecina proizvoda rastojanja izmedu ordinata d i kumulativne

-
-
Lid

<
~o
-~
-~
-~
-~
~

|
I 1 l """ ‘~\~
sume prve i poslednje ordinate, dvostruke sume neparnih ordinata i Cetvorostruke sume : : % : ~~~~~~~~~~ 5 : 6
________ l ~"
arnih ordinata: [ | | ) [ 5
P h1| h2| h3| h4| 4 h5| he: h7|
1 | I | I | |
. d 1. d 1. d 1 d 1 d d
== ((hy + hy) +4- (hy + hy + he) +2- (hs + hs)), | i i i . : :
L ] 1 | | | |

d

3

((h1+hn)+4-z hi+2-2 hl-).
i=2,4,.,n—1 i=3,5,..,n—2

Formula daje analiticki tacnu vrednost samo ukoliko su krive linije od ordinate do ordinate u

d
3

obliku parabole.
Neophodno je definisati neparan broj ordinata (h).
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RACUNANJE POVRSINA PREKO KOORDINATA

Postupak odredivanja povrsina iz koordinata prikazan je na primeru poligona od Cetiri granicne

tacke.
N 1
X > v 2 (¥2,X2) Py = 5" (Y3 +7Y;) - (Xy — X3)
g 3/,v3 / 1
- 3(Y3,X3) P, = E ) (Y4 + Y3) ’ (X3 - X4)
) \ = 4(Y4,X4)
0 +Y >

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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RACUNANJE POVRSINA PREKO KOORDINATA

Srafirane povrsine sa slike odreduju se na osnovu formula za ra¢unanje povrsine trapeza.

N 1
+X N " 2 (Y2,X2) P3 = E ) (Yl + YZ) ) (XZ o Xl)
P, = L Y,+Y X X
o p =2 (VoY) - (X — Xa)
- 1 - 4(Y4,X4)
0 +Y >
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RACUNANJE POVRSINA PREKO KOORDINATA

Trazena povrsina poligona prikazana na slici Uvrstavanjem izraza za P;, P,, P3 i P, u prethodni izraz dobija se:
odreduje se na slededi nadin: 2P =(Ya+Y) (X, —X3) + (Y, + Y1) - (X — X,)
P=P+P—P—P —+ 1) - (X —X1) — (Y + V) - (Xq — X)),
N odnosno
+X . W 2 (Y2,X2) 2P

=Y - Xy — X))+ Yo (X1 —X3) +Y3-(Xy —Xy) + Y, - (X3 — Xy).

’AV-_ 4 v _ e
& 3(Y3.X3) U opStem slucaju:
()

n
1
P=2 Vi (Xi = Xis),
i=1

4(Y4,X4)

e pri ¢emu je n broj grani¢nih tacaka poligona.

\%
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RACUNANJE POVRSINA PREKO KOORDINATA

Na identiCan nacin izvodi se i formula za raCunanje povrsine na osnovu projekcijena Y
osu:

n
1
P=2) X+ (i = Yisn),
i=1

pri ¢emu je n broj granicnih tadaka poligona.

Granicne tacke moraju biti indeksirane od 1 do n u rastu¢em nizu u pravcu kretanja
kazaljke na satu.

Alati za racunanje povrsina u CAD softverskim reSenjima bazirani su na ovim formulama.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1

Racunanje povrsina i zapremina .
e p P Predavanje



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

RACUNANJE POVRSINA PREKO KOORDINATA

10

2 x Area = (NlEz + N2E3 + N3E4 + ...+ NllEl)
- (ElNz + E2N3 + E3N4 + ... + EllNl)

> +x
Table 15.2
Point n = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
E, 0 b -x3 x4 x5 0 X7 X8 X9 X10
Nn 0 0 Y3 ¥4 ¥Ys  Ye Y7 yv8 Yo yio O

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1

Predavanje

Racunanje povrsina i zapremina



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

PRIMER - RACUNANJE POVRSINA POPRECNIH PROFILA

FILL
Top Soil
Benching [0
Subgrade — 127777
Subbase"" B

Staten 24+880.00
CUT (Common Excavation) e
1198 + —Removing of Top Soil P 752 | 183.307 | 20821.057 |
Tap Seil 346 | 73679 | 6183.087
=T - x —Benching (Extra Excavation) Senchi 096 21,630 | 1455.530
Swguse | 60| 208 | 1anent
% Sbbare 242 [ 48302 | 5131893
N Base 2.26 | 45192 | 4832154
1196 f—
% T~
%w ~_
e
1194 3 p )
— _ — _ — — — ) 5 )
244900
Statkn 24+500.00
CUT (Common Excavation) Removing of Tep Sail Uaterial Home | Area | incvel, | Cumve.
| 657 | 13ases | evazra
1198 r—Benching (Extra Excavation) h::. : ;1:7::‘ :n:a?

s \-:" eV % o Tﬁ:.x
1196 - .M |

Boncrng | 225| 31413 | 1487.602

Subgrade | 5,03 | 120562 | 12560253

Sabbase | 242 | 48.302 | 130,285

226 | 45092 | 4877348
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PRIMER - RACUNANJE POVRSINA POPRECNIH PROFILA

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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RACUNANJE ZAPREMINA

Svako geometrijsko telo moze se podeliti na pravilna geometrijska tela, Cije zapremine se mogu
sracunati pomocu poznatih formula.

Prilikom aproksimacije slozenih geometrijskih tela obi¢no se koriste prizme, piramide i klinovi.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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RACUNANJE ZAPREMINE PRIMENOM PRIZMOIDALNE JEDNACINE

Navedene formule za racunanje zapremine prizme, klina i piramide mogu se predstaviti
zajednickom formulom:

L
=z (A + 4 Ay + 4)),

gde su: L/2
A; i A, graniCne povrsi,
A, povrsina preseka na sredini rastojanja L/2

izmedu granicnih povrsi.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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TEHNIKE SNIMANJA

» Navedene formule za ra¢unanje zapremine prizme, klina 1
piramide mogu se predstaviti zajedni¢ckom formulom:

L
Vzg'(A1+4"Am+A2),

g

A1=Am=A2:
veLlataarn=2%_u v—L(A+4xA+0)—Lx3A—AL
6 6 6 2 6 2
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RACUNANJE ZAPREMINE POMOCU KRAJNJHIH PROFILA

Kod ovog pristupa zapremina se odreduje na slededi nadin:

A+ A
V= 12 2.1

Tacna vrednost zapremine prizmoida dobija se
samo kada je povrsina srednjeg preseka jednaka
aritmetickoj sredini povrsina krajnjih preseka.

< 100 =
20 1/
«—o0—»
Az

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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RACUNANJE ZAPREMINE POMOCU KRAJNJIH PROFILA

Prethodno navedeni izraz daje precenjene rezultate, aliima Siroku primenu u praksi zbog svoje
jednostavnosti.

Racunanje zapremina na osnovu poprecnih profila primenijuje se u slucaju kada je visina ili Sirina
susednih profila priblizno jednaka (prizmoid se sastoji od klinova i prizmi).

Prizmoidalni ekces — razlika izmedu racunanja zapremina na osnovu krajnjih profila i prizmoidalnog
racunanja.

Trapezoidno pravilo racunanja zapremina:

n-—1
A1+A
V=24 g4

=2
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RACUNANJE ZAPREMINE POMOCU IZOHIPSI

Zapremine zemljanih masa mogu se odredivati na osnovu izohipsi, pri ¢emu se teren
posmatra kao niz horizontalnih slojeva izmedu susednih izohipsi. Ovaj pristup
predstavlja aproksimaciju stvarnog reljefa, ali se u praksi pokazao kao veoma
efikasan i Siroko primenljiv. Zapremina se odreduje na slededi nacin:

n—1

V=A, — . Z —_,
R ( 2
=1
Ah = Hv — Hn, 7 £ 5 A4 A3 AZ A1
h — ekvidistanca, ) &

- . . Q
A; — povrsina obuhvacdena i - tom izohipsom, ‘ S & S
h

H,, — kota poslednje (najviSe zatvorene) izohipse,

H,, — kota najviSe tacke terena. <
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RACUNANJE ZAPREMINE POMOCU IZOHIPSI

Ova metoda se koristi kod proracuna zemljanih radova kod nivelacije zemljiSta, izgradnje trgova,
parkiraliSta ili sportskih terena.

Zapremina useka ili nasipa izmedu dve susedne izohipse odreduje se na slededi nacin:

- <Ai +2Ai+1> h

A;j, A;+1 — povrsine useka

ili nasipa izmedu izohipsi,

h — ekvidistanca.
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PRIMER - RACUNANJE ZAPREMINE POMOCU IZOHIPSI

Polazni podaci

* Izohipse terena: 120, 125, 130, 135, 140, 145, 150 M
* Projektovani nivo vode:H=148 m

* Poznate povrsine zatvorene izohipsama (Ai)

e Ekvidistanca izohipsi:h=5m

Ukupna zapremina akumulacije dobija se kao zbir:
e zapremine izmedu izohipsi 148 m - 145 m,
e zapremine izmedu izohipsi 145 m - 120 m,

* male zapremine ispod izohipse 120 m (8V).
——Wall of dam

Water level Vuk = Viag—145 + Vigs—120 + 6V
=148 m
Aqug + A 15100 + 13700
Vidg_145 = —2 145 3 — .3 = 43200 m3
Contours (m) Area enclosed (m2) 2 2
Water level = 148 m

150 15100 . . . . .

145 ii{{ """"""""""""""" [~ " " 13700 Zapremina izmedu 145 m i 120 m, primenom Simpsonove formule:

140 12300

< 5

o ~_ — Vias-120 = 5 [13700 + 4600 + 2(12300 + 11200 + 9800 + 7100)] = 247750 m’

125 o~ 7100

120 \\ 4600 Ukupna zapremina:

Wall of dam—

Vi = 43200 + 247750 + 8V = (290950 + 6V)m3
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RACUNANJE ZAPREMINE POMOCU MREZE PRAVILNIH GEOMETRIJSKIH FIGURA

Kod ovog pristupa projektovana ravan se usvaja za bazu tela cija se zapremina odreduje.

Projektovana ravan se izdeli na mrezu kvadrata, pravougaonika ili trouglova cije se visine temena h;
odreduju direktno na terenu.
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RACUNANJE ZAPREMINE POMOCU MREZE PRAVILNIH GEOMETRIJSKIH FIGURA

Ukupna zapremina dobija se sabiranjem zapremina pojedinacnih prizmi:

k

n
1 .
V=DV Vi=Aodh, k=34,

j=1 i=1

gde je n broj prizmi, A; povrsina osnove j-te prizme, h; visine temena, a k broj temena.
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PRIMENA DIGITALNIH MODELA TERENA ZA IZRACUNAVANJE ZAPREMINA

Razvoj savremenih CAD i GIS alata, kao i dostupnost gustih i preciznih prostornih podataka, omogucio je
znacajno unapredenje postupaka za odredivanje zapremina i koli¢ina zemljanih radova. Umesto
klasi¢nih analitickih i grafickih metoda zasnovanih na izohipsama ili profilima, danas se proracuni u velikoj
meri oslanjaju na digitalne modele terena (DTM).

DTM predstavlja numericki opis reljefa u obliku mreze tac¢aka, trougaone mreze (TIN) ili rastera, gde je
svakoj tacki pridruzena visinska vrednost. Na osnovu ovakvog modela moguce je verno predstaviti
stvarni oblik terena i izvrsiti prostorne analize velike tacnosti.

Za potrebe odredivanja zapremina neophodna su dva digitalna modela terena (prvo i drugo stanje).
Digitalni modeli terena moraju biti poziciono jedan iznad drugog, pri emu se jedan usvaja kao baza
(osnova) a drugi kao novo stanje (otkopano ili nasuto).
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PRIMENA DIGITALNIH MODELA TERENA ZA IZRACUNAVANJE ZAPREMINA

U postupku odredivanja zapremina na osnovu digitalnih modela terena primenjuje se:
* grid metoda;
 kombinovana metoda;

Grid metoda zasniva se na raCunanju zapremina pojedi-nacnih prizmi sa osnovom kvadrataili
pravougaonika.

U ¢vornim tackama se interpoluju visine na dve definisanje povrsii odrede visinske razlike koje se

koriste kao visine prizmi u pojedinim ¢vorovima. ( Gornja povré

===
Zapreminski

|
‘ ‘ \ segmet

L Donja powvrs
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PRIMENA DIGITALNIH MODELA TERENA ZA IZRACUNAVANJE ZAPREMINA

Kombinovana metoda bazirana je na formiranju nove mreZze nepravilnih trouglova (TIN) koja se dobije u
preseku dve postojece mreZe trouglova koje se odnose na prvii drugi model.

Visine tadaka se interpoluju na jednoj i drugoj povrsi u vrhovima novih trouglova.

Odredivanje zapremine svodi se na racunanje zapremina pojedinacnih prizmi sa osnovom trougla.

SloZena provrs je kreirana kombinovanjem
ingja TIN-a 1z gornje | donje povr3i.

Na mestima gde se seku linije ———
TIN-a dodaju se nove linije kako W ><>/

bi se kreirao kombinovani TIN.

L Kombinovane zapremine se
! 1§ racunaju kreiranjem prizmatoidnih
i / segmenata iz linija sloZenog TIN-a

Horizontalna i i :_. =
projekcija ) \ AT ~ *‘”ﬁ

Dodata linija TIN-a fv

o o~ ]
T~ fiw"

e
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PRIMENA DIGITALNIH MODELA TERENA ZA IZRACUNAVANJE ZAPREMINA

Prednosti CAD i DTM pristupa

1. omogudava brz i automatizovan proracun velikih koli¢ina podataka,
2. znadajno smanjuje mogucnost racunskih i grafickih gresaka,
omogucava vizuelnu kontrolu (3D prikaz iskopa i nasipa),

jednostavno poredenje viSe varijanti projektnih resenja,

vooa W

pogodno za pracenje izvedenog stanja tokom izgradnje.
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PRIMER - Deponija Duboko - Izra¢unavanje zapremine deponovanog otpada

SPECIFICNI ZAHTEVI — IZRADA PROFILA | RACUNANJE ZAPREMINE

Pasauka
. MoepLumHa Ycek Hacun
Mpojekar ) . 3 (Hacun-Ycek)
[m’] (] [m] (]
AenoHuja Ay6oko 79.022,87 16260,88 654.538,88 638.278,08
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Primer - snimanje deponije materijala za potrebe evidencije raspolozivih koli¢ina

Evidentiranje
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Primeri primene fotogrametrijskog premera u inzenjerstvu

PRIMERI PRIMENE FOTOGRAMETRIJSKOG PREMERA U INZENJERSTVU

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

PEITYB/IMKA CPBHUA
OIMIITHHA SEMYH

SATDOXE PACYTOT MATEPHJAJIA OKTOSAP 2020. TOZ.
Jloxazmga: GP GEMAKS d.o.0., Barajmrncs xpyx 66, Beorpaz - 3exym Thner 13
T T T

Parametar Vrednost
Obim 100.03 m
Povr$ina 800.84 m?
Usek 1.17 m3
Nasip 2001.17 m3
Ukupno 2000.00 m3
Broj tacaka 200 000

“+ + + +
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RACUNANJE ZAPREMINE IZMEPU POPRECNIH PROFILA
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Hvala na paznji
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